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Ogni csimplate di qnesla memoria , 
la firma dell’ autore ^ e del lihrajo 
contraffatto. 


nel quale manchi 
, sarà tenuto per 
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AL MIRABILE GIOVANETTO SICILIANO 


Noli potrei meglio impiegar queste j)a- 
gitte che a te dedicandole, cui diè natura si ’ 

alte prerogative da eccitare la comune mera- j 

-v iglia in un’età ov’ altri ancora bamboleggia., 

Sacro amore di patria a ciò più volentieri mi 
«determina j poiché la Terra sempre feconda 
di Geniijla Terra degli Archimedi, de’ Ma u- ^ 

l olici , e de’ Piazzi ha dato ad entrambi r ^ 

Maiali. Possano le mie fatighe esercitare un- i 

giorno l’acume del tuo intelletto ,, ed esser- 
ti di eccitamento a più sublimi ricerche. La 
tua vivace fantasia, la riflessione rapida , e ; 

profonda , l’ intelligenza capace delle più gran- j 

di combinazioni , lutto in te ei annunzia un 
Genio creatore, e tutte le circostanze li son 
favorevoli per divenirlo. Tu sei , la Dio mer- 
cè , in un paese i cui abitatori si recano a 
vanto l’onorare gl’ ingegni , e promuoverne 
la riuscita con ogni maniera d’incoraggiarnejv 
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to. Chiara testimonianza n’ è il larga assegna- 
mento a te concessa , onde nel coltivare il 
tuo genio nascente non abbi a lottar col bi- 
sogno. Tu sei nel tempo che un monarca gio- 
vine d’ anni , ma di senno maturo , asceso 
sul trono delle due Sicilie , ne promette il 
più ridente avvenire : ei non può non ama- 
re , e proteggere coloro che il somigliano . 
Invano sorgeranno contro te i malevoli, somi- 
glianti a’ cani che abbajano alla Luna, tanto 
più fortemente, quanto dal maggior chiaro- 
re di quella più oscura apparisce 1’ ombra lo- 
ro. Sappi che le -lor critiche invidiose mira- 
no a distruggere quella naturai confidenza che 
il Genio sente nelle forze del proprio inge- 
gno, senza la quale ei non potrebbe spingersi 
ad alte meditazioni , ed un penoso avvilimen- 
to r assalirebbe . Ma tu li vincerai col di- 
sprezzo, e con opere gloriose, ed eglino, ve- 
duta l’impotenza de’ loro latrati, pur finalmen- 
te si taceranno. 

Affrettati dunque a compiere le nostre 
speranze , e serbami fin d’ ora nel numero 
de’ tuoi amici. 


©LfCetto iToiteJ 
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ESPOSIZIONE 

DELL’ A 11 G O M E NT O. 


La presente memoria vena divisa in fre parti. Nel- 
la prima si esporrà la dimostrazione analitica di un 
teorema su’ numeri perfètti , il quale trovasi nel g. 
libro di Euclid , e vi si aggiungeranno molte al- 
tre* cose non inutili sull’ istes'so argemento. 11 Mon- 
tticla stimando difficile il congegnare algebricamen- 
te questa dimostrazione , si esprime in tal needo 
nella sua Storia IMatematica , Part. I. , lib. 4- 
)» On y cìonnj ( nel g. lib. di Euclide ) la so- 
lution du problèma de trouver un riombre par- 
ftiit , c’ est a dire , doni touies les parties ali- 
quotes re'uìiies Jorment le nomhre lui-méme ; 
probléine qui imita marne avec nos mojens actuels, 
dxige Un artìfice particulier * jj. 

Ma io mi lusingo che la dimostrazione da me 
ordita sia piuttosto scmjdice . Intanto per la faci- 
le intelligenza di essa è da sapersi che tutti i diviso- 
ri non primi di un numero nascon da’ j.rodotti bi 

* Qui il Montucla , cun.c saggikiueule avveile V. Flau- 
ti nel pieliiiiiiiaru della sua geonictiia, auiiniiziu (jual pio- 
blcina ciuccile lumia uu.lcuuiiu uél <j liLio di Eudidet 

1 

l 
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nanii, ternarii, eie. de’ itioi falloii primi*; la qual 
«osa rilevasi dal nolo metodo di trovare tulli i divi - 
sori di un dalo numej’o , e non lio creduto csj>edien- 
te di qui dimostrarla, e farne un Lemma , avendola 
iqipieno dimostr^ita nel mio trattato inedito di arit- 
metica, e di applicazione dell’ algebra all’ aritmetica. 

La 1 . parte avrà per oggetto la dimostrazione 
di una regola onde vcriflcare se nella ricerca di tut- 
ti j divisori di un dato numero se ne sia per inav- 
vertenza trascurato alcuno. Egli è gran Icmiió die 
in un’ aritmetica pratica rinvenni a caso la sola e- 
nunciazione di questa regola , della quale non aven- 
do trovato alcun cenno in quante altre aritmeticlie, 
o algebre lio avute per le mani , veduta la natura 
del soggetto appartenersi alla teoria delle combina- 
zioni , mi feci ad escogitarne la dimostrazione , che 
è la qui esposta. 

Nella 3. parte si darà una nuova soluzione a- 
nalitica del problema xli descrivere un cerchio che 
ne tocchi tre altri dati di sito , e di grandezza . 
Questo problema di Apollonio è stato da molti va- 
lenti geometi'i , e più che tutti da N. Eergola, ri- 
soluto elegantemente con 1’ analisi geometrica. 

" Si può far tlill'ei'fnza tra fattori , a divisori jy-inii di 
un numero. Cosà a, e 3 sono i fattori primi del im_ 
mero 12, e ne sono divisori primi i soli uui>«ri 2, e 3 . 
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Il Monlucla nell’ opwa poc’ anzi citata, Par. I, 
Lib» ragiona di tal problema. 

» Ce probléine, wi de ceux oh F analyse 
aJgebriqfte ne s' applique pas uvee faciliié , oc- 
cupa Descartes , et de deux Solutions qui! il en 
troma^ il convieni lui-méme^ que Fune lui dannai t 
une expression si' complique'e , quii ri entrepren- 
droil pas de la construire en un mais . V autra 
quoique moins embarrasse'e , F est encore assez , 
pour que Descartes n’ait osé y toucher , etc. » 

E qui fa meraviglia che l’eccellente isterico del- 
le matematiebe punto non parli di altre analìtiche 
soluzioni , che de’ sommi analisti han prodotte sul- 
r istesso problema dopo il Cartesio. Nè , a dir ve- 
ro , sono riviscàti vani, come al Cartesio, i lor ten- 
tativi , che tra le soluzioni da lor pubblicale ve n’ha 
alcune oltremodo ingegnose , e degne della massima 
attenzione. Tuttavia non giungono esse ad eguaglia- 
re in semplicità ed eleganza la soluzione del Per- 
gola , e quanto più sono ingegnose le costruzioni 
che somministrano , tanto men direttamente deriva- 
no dalle condizioni del problema * . Ciò che io di- 

* Quindi si è creduto finora che 1' analisi non potes- 
se risolver questo problema con pari elt^anzi , e sempli- 
cità della geometria. £ l’ istesso Pergola uella sua memo- 
ria delle (azioni , inserita nel I. Voi. degli Atti della no- 
stra Accad. delle Scienze , afferma che molti probletui su’ 
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co , può «li leggeri osservarsi dalle migliori di sif- 
fatte soluzioni , che a tal uopo rapporterò prima di 
esporre la mia. Or venendo a far parole di questa 
mia soluzione , parmi che essa non abbia gl’ indi- 
cati difetti , cd ha poi il doppio vantaggio di dare 
la medesima costruzione del Fergola , «d una faci- 
le ed èlegantc composizione geometrica . Il metodo 
che vi ho impiegato è quello delle locali. I proble- 
mi determinati di geometria si posson risolvere , co- 
ma ognun sa , in due ihaniere distinte , l’una cioè, 
combinando tutte insieme le condizioni de’ punti 
cercati , c 1’ altra combinandone prima alcune , e 
quindi le rimanenti. Or io avvalendomi del secondo 
metodo, forse il più conducente ne’ problemi di sito, 
ho ritrovato che il centro del cerchio da descriver- 
si dee soddisfare a due condizioni , la prima delle 
quali , separatamente presa , dà origine ad una lo- 
cale , e la seconda determina su questa locale il pun- 
to cercato . 

Lascio a’ dotti analisti il giudicare di questa so- 
luzione , e passo a trattare 1’ assunto. 


conlntti circolari, condurrei 1 eio ad equazioni .«^occn/cro/;, 
ed immanrffgiabili .Ti}k qiicjii ei tcìiza dubbio vi comprese 
quello de’ tre cerchi da farsi toccare da un quarto, da lui 
detto a ragione il piu diiTcile tra latti i problemi dell’ i- 
stessa. famiglia. 
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Dep. Chiamasi numero pecetta , secondo la frase 
degli antichi , ogni numero eguale alla somma de'suoi 
divisori, eccetto il massimo che è il medesimo nume- 
do , e compresavi T unità. 

Or sia da cercarsi un numero perfètto che abbia 
un solo divisore primo a , e che dev’ esser quindi una 
potenza di a . Rappresentandolo con , a”, i suoi divi- 
sori , eccetto il massimo, e compresavi l' unità, saran- 
no I , a , o’ , a} ... i a"'~' } onde per .la condizio- 
ne del problema sarà a” ^eguale alla somma de' ter- 
mini della progressione -H- i : a : a* : a* ... : a*" — 


e per conseguenza eguale ad 


Da ciò si ricava 


a "+* =s aa” — - i , e dividendo per a” , a='^ — — 

a"* 

equazione impossibile a soddisfarsi , qualunque sia il f 
valore intero di m , e ’l numero primo eguale ad a. 
Dunque non vi può esser numero perfetto che abbia 
un solo divisore primo. 

In secondo luogo debba cercarsi un numero per- 
fetto che abbia due divisori primi a , e b. Suppon- 
gasi un tal numero m volle divisibile per a , ed n 
volte per b ; onde sarà eguale ad a" ò" , e tutti i 
suoi divisori , tranne il massimo , saranno i seguenti 

I, a, a', a* o” ; b, i’, ò’.... ò"; ab , ab', 

a'b ,a'b' , a'P..., a'b” ; a’ò, a’ò’, a^P a^b", e così 
di seguito fino ad a*'ò , , a”'P. . . , a'”b”~'. La 

somma di tutti questi divisori , essendo eguagliata ad 

a 
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a^i" , • poi .ftggiungaado a"‘h’' di Miaune , riuiUerà 
t =3 ( x -f" o + o’ + <*’ - . . . a* ) •+• ( b b' 

+ i\... + i" ) 4- ( + ab* f- ab<‘ ) 4 . ( a’i 

-j-a’A’ 4-a’3’. . ; . ^oTb ^. . . -(- a^è") 

Tali somme parziali, meno cte la prima , contea- 
_gon tutte 11 fattore comune b b* b^ ^ h" , 
il quale trovasi multiplicato per i nella seconda , per a 
nella terza, per a* nella quarta e pero" neH’ul- 
tima ; quindi riducendo sarà 

jiO"A"= I -j- 0 -j- a* . . . . + a* + ( i i* ^ 4 * . . „ 
+ *" ) ( I + 0 + a’ +a’ f- o"), 


« sia 

ao"A* = (i-f-o-f-a*4.fl*...-f-o") ( i-fij-fi* ... j 

e sommando i termini di queste due progressioni , si 

o"+' I ^”+' I 

avrà finalmente . ao"A* = X — e per- 

b— I b — I ^ 

ciò 20" b" sarà decomponibile in due fattori eguali a 
quelli del secondo membro. Ma lutti i divisori di 20"^* 
si formano dalla combinazione de’ suoi fattori primi 
a, o, a, etc.f b, b, etc. 5 dunque da’ medesimi saranno 
formati i due fattori del secondo membro . Ciò po- 
sto , non può supporsi che entri a nella formazione 

a'"+‘ . I 

del fattore — — — — , nè ò nella formazione dell'al- 


tro. 


£»+> 


altrimenti sarebbe 


a«*+i — ] 


, o sia 


b — 1 ■ a — I 

I -f- divisibile per a, ed^i -f- b -|-i’ + eie. 

divisibile per b , ciocché ripugna. 

^ -, i"+‘ — 1 a"+< I 

(Quindi sarà aa" — ,60" = -9 

b — I a — I 

apponendo il fattore 2 ad o" , ovvero a b" , come 
più aggrada. 
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/ 

Segue da ciò , che se uno de' divisoi’i primi a,e ò 
si supponga eguàlo^ 3 , dovrà esserlo a ; mentre sup- 

1 

ponendo sarebbe —7 = i 4 - ò 4 - eie. un 

0 — t 

,, . „ //"+■_,, 
numero impari , contro t equazione ao" = _ 


Ponendo dunqpe a = a nell’ equazioni 2a"' = 


i«+' 


ù — 


• , e è"— 3"*+' — ik 


«”•+' 1 i"+i — 

c ■ — «, SI ha a’"+' = — 

a — 1 b — X 

Dalla seconda ricavasi a'"'^' = i" i , e sostituendo 

ò*+ ' I 

nella prima; veiTÒ ò" i = — - 5 laonde 


i"+‘ — I =s ò"+' + ò"+« -fi — i" — I, 

e riducendo , b=ib" , e perciò n= i . Dunque sup- 
ponendo a = a , de v’ esser necessariamente » = 1 , e 

i'‘ = i = I -j. rt-f a> ... -f 0 "= i-|- a -f 4, +8 f- a"V 

d' onde nasce il seguente 


. , T E O R E M Av. 

• Se dall' unità in poi si pre/tdana de numeri cantb- 
imamente proporzionali in ragion doppia , Jinehè quel 
numero che risulta, dallet somma di tutti questi termini 
sia primo , una tal somma multiplicaia per t ultimo di 
que' numeri proporzionali.) darà pei prodotto unnume~ 
ro perfetto. 

ScoL. Pesta la' tnedesrma condizione che il cer* 
calo numero perfetto abbia due soK divisori primi 
e i , ne segue non poter essere entrambi stirersi dal 
Bumet'o a. Infatti riducendo le equazioni 


Digilized by Google 




aa" 



• ^ = 


b"+i — I 
a — 1 


» 


si ha a ( i — I ) a" = Ì"+« — t f 

ed (a — i ) i" = a"*+* — i . 

a'"+' _ a _(a— 

a (A — i)a“ a{6— .i) * A"+‘ — x 

e togliendo i denominatori , 

a A“+' —^a:=s a(a — t)(i— — *)> 
o sia a = a (a — I )(b — . i ) b” + -ì (& —, i) + a. 
Lia differenza di aai’ — ‘ su di èb" — *(aa — a 

e la differenza di ai" su di ai" 
è i" ( a — a) =± i"— ‘ i ( a — a ) 

Ma b(a — a) — (aa — a)=i(a— 2) — a — (aa — ^')=b{a — a) 
— 2— i a(a — a) =3 (i— a)(a_a) — a, qnautità neces- 
sariamente positiva , giacché nell’ ipotesi che a , e i 
fossero entrambi diversi dal a , i loro minimi valori 



sono 3 , e 5 . Dunque i(a — a) > ( aa — 2 ), 
e perciò i»— ■ i(a — a) > i"— ■ ( aa — 2) , . 
o sia (ai" — ai") > ani"—" — ai'*—* , 

e quindi (a i" -{- ai"—') > ( ai" ani"—). 

Dunque i(ai" -f- ai"—' a ) -{- a sarà moUo'maggih- 
re di 2 -|- i ( ai" -j- aa i" — ‘ ) , contro 1’ equazione 
h (ab'^ aai"— '-f-a) a :=ì a 4- i(ai" 4. aai"“ ') ; il 
perchè non può darsi numero perfetto che abbia dtré 
soli divisori primi, e ciascuno differente dal numero a. 


LEMMA. 


Sia A un numero qualunque -, ed mt il prodotto 
di due numeri interi m , e t , e per conseguenza un nu~ 
mero composto : dico che ~ i sia pure un nume- 
ro composto. 


Z 
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Diu, Élla é verità dimostrata dagli analisti , che 
tìella serie delle p otenze \ , A A‘‘ ^ ,elc. , oltre 
al primo termine] deve trovarsene nn altro A‘ , che 
diviso per un numero p primo con ^ dia 1' unità, per 
residuo , essendo t minore di p ; e che di più i ter- 
mini della forma A"”^ divisi per l’ istesso numero p 
de))bon sempre rimanere l’unità per residuo. Ciò po- 
sto , si prenda il numero p = A” — i, e per conse- 
guenza primo con A. Sarà A" il minimo fra’ termi- 
ni della serie A , A' , A'' , etc. che diviso per p dia 
per residuo 1’ unità , e conforme si è detto poc’anzi, 
anche A"'‘ diviso per p darà 1’ unità per resìduo. Dun- 
que A"“ — 1 sarà divisàhile per p , e sarà quindi uU 
numero compof'o. C. B. D. 

CoROL. Togliendo l’unità da ogni potenza di 3j 
il cui grado sia dinotato da un numero composto , 
il residuo sarà altresì un numero ccropcsto. 

CoROL. Nella progressione i : a : 2* : a’ ; eie. 
òVe il numero de’ termini sia generalmente rappresen- 
talo con in, la somma de’ medesimi termini sarà e- 
àpressa dalla formula — — i , e pel corollario an- 

tecedente , qujsta Somma non sarà mai un numero pri- 
mo , quando m -fi è un numero composto. 

Avver. Quando m-j- r è un numero pi mo , non 
sempre avviene che sia 2”'*è' ■ — i ui. nou.iro ambe 
primo. Infatti a’’ — i è divisibile per 47 j ® — * 

è divisibile per a3 , ed 89. iDunque il teorema di 
iopra ti può ipeglio enunciare nel seguente modo . 
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Se nella formulaoT —\ si sosliiUiscario ad r dc'm(- 
meri primi, e tali da rendere a'" — i un numero an- 
che primo, il prodotto di questo numero per a'"""' sarà' 
un numero peijetto. 

Darò termine a questo articolo con alcune ricer- 
che sul problema generale di trovare un numero per-' 
fello. 

Tutti i prodotti semplici , binarli, ternarii , etc. 
di m elementi eguali ad a sono, com’ è chiaro, a, a', 
. . . a’". I nuovi prodotti ché un altro elemento b 
aggiurge a’ prceedeiiti , debbon tutti avere b , altri- 
menti farebbero gli stessi di a , a’ , , . . . a”* ; 

laonde questi nuovi prodótti saranno quelli che na- 
scono moltiplicando b per a , à' , a} , a"', 

e ’l prodotto semplice b. 

Aerrcscendo gli elementi a , a , eie. u , i di un 
altro elemento b , i nuovi prodotti che questo aggiun- 
ge a’ prodotti di a , a , eie. a , b avranno tutti b' per 
1 ’ istessa ragie 11 e di sopra , e saranno per conseguen- 
za i prodotti di b^ per a , a’ , o‘ . . . . a" , e ’l pro- 
dotto binario If. 

Aumentando gli elementi a , « , etc. , a , b , b 
di un altro elemento b , i nuovi prodotti che questo 
aggiunge a’ prodotti antecedenti, cioè a quelli di a , 
a , etc. , ir, b , b conterranno tutti Id , e quindi sa- 
J-anno i prodotti di P per a , a’ , a* .... a” , 
€ ’l prodotto ternario P , e cotì in appresso. 

CoBOU Dunque in generale, la somma di tutti i 
prodotti semplici , binarli , etc. che far si possono 
con ni elementi eguali ad a , ed ti- eguali a ^ si ottie- 
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ne : sommando lutti i prodotti a , a' a” degli 

m elementi , o fattori eguali ad a ; multiplicaudo que- 
sta somma per i -f- A’ + A* + ^'* j sommando la 

medesima somma con questo prodotto , e con b 

4 - 

Combinando inoltre l’elemento c agli elementi 
a 1 a ^ eie. , a , b , b eie. b de’ quali m sieuò egua- 
li ad a , ed n eguali a A , i nuovi prodotti che que- 
sto elemento aggiunge a’ prodotti di a , a , eie. , a, 
b , b ^ eie. , b conterranno tutti c , e quindi saranno 
i prodotti di e per ciascuno de’ prodotti di a, a, etc. 
a , b , b f etc. , b , e ’l prodotto semplice c. 

Se oltre agli elementi a , a , etc. , a , b , b , eie. 
b , c se ne prenda un altro c , questo aggiungerà 
a’ prodotti di a , ^ , etc. , a , b , b , eie. , b , c de- 
gli altri prodotti contenenti c’ , e che saranno in 
conseguenza i prodotti di c' per quelli di a , a , etc., 
a , b , i , etc. , b , e ’l prodotto binario c’. Cosi in 
seguito per un maggior numero di elementi eguali a c. 

Cor. Quindi in generale , la somma di tutti i 
pi'odotti che posson farsi con m elementi o fattori e- 
guali ad a, n eguali a ^ , ed r eguali a c , si ottie- 
ne: sommando i prodotti degli m elementi eguali ad a, 
ed n eguali a b ; miiltiplicando una tal somma per 

c -|- c' 4 - c’ i ì 

aggregando quella somma con questo prodotto , e con 
c 4 * c’ c* . . . c''. 

Similmente ragionando , si troverà che la somma 
di tutti i prodotti fra m elementi eguali ad a , n e~ 
gnali a b , r eguali a c, e p eguali a rf , si ha : tro- 
vando la somma de' prodotti che si posson fare con gli 
m eleme;nti eguali ad a , n eguali ab, ed r eguali a 
e j mulliplicando questa somma per d 4* ^^ **** 
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+ dr i aggi unge «ilo U meileiima somma con questo 
prodotto , e cori d d' (f' . ■ • + di’. Cosi in ap 
presso , qualunque sia il numero delle classi degli ele- 
menti '"eguali tra loro. 

Cor. Il prodotto 

( I -j- n -f- a’ . . . • *f* fl” ) ( * "1“ i -j- ^ ) 

essendo eguale ad 

+a'") (i -+• f- A") 

-K i -f . . . 4 - A") 
per le co?e antecedenti sarà eguale all’ unità , più la 
somma di lutti i prodotti tra gli m elementi eguali 
ad a , ed « eguali a E chiamando A questa som- 
ma , sarà il medesimo prodotto eguale ed i A . 

Cor. Il prodotto 

(i_j-a-fa* I- ••• +0 

= +0 = I -f ^ (c + cO 

^ ( c 4- c’ -f- c’ . . . . -f «'■ ) ; 

onde per quanto si è detto innanzi ,*sarà eguale al- 
l’unità , più la somma di tutù i prodotti con m ele- 
menti eguali ad a , n eguali a b , ed r eguali a c. 

Cosi proseguendo , si dedurrà generalmente che 
il prodotto 

( I -f. a -f> a’ . . . -j- a”) ( i 4. i . 4- 

4- c -1- c’ . . . . -f. f'") (I -j- d 4. rf’. . . .4- 

sia eguale all'unità insieme alla somma di lutti i pro- 
dotti che si hanno con m elementi eguali ad a , n e- 
guali & b , r eguali & c, p eguali a d, etc. 

Scol. Supponendo che il numero perfetto abbia 
tre divisori primi a ^ b , r , e che sia m volte divi- 
sibile per a , n volte per b , ed r volte per c , sarà 

eguale ad (£"b"d’ , e 1’ unità più la somma di lutti i 
suoi divisori , cioè de’ prodotti che far si possono con 
gli m fattori primi eguali ad a , b eguali a £ , ed r 
eguali a c , sarà 
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(i-j-rt+a’ ..-j-i")(i-j.c4c’ l-c''). 

Ma in questa somma di divisori è compreso anche il 
massimo che è T istesso numero a"'h’'c'' ; dunque si avrà 
r equazione 

a’”b''c’- = (i4<i4a>. . . 4 a'") (14 i4i'...4 i")(i4c 

4 c’ . . . 4 c«- ) — a”’b’'c’- 

o sia 

2a”>*V =(i 4 « 4 a’... 4 a'")(i 4 A 43 *,.. 4 i- y ^ ^ ^ 

4 c’ . . . 4 c-- ) 

0 '"+' — I 3 "+' — ? c'‘+* 

X— r X , 

. a — 1 b — I c — I 

In generale si otterrà l’ equazione 

«'"+■ — I — I ^ c’’+' I ■ ^ 7 /'+' I 

a— I b~r ^~ c~i ^ = 

nella supposizione che il numero perfetto avendo idi- 
visori primi rt, h, c, d, cc. sia rispettivamente divi- 
sibile per essi un numero m, ?t, p, cc-, di volte ; 
sieche dal convenevole maneggio di siffatte equazioni 
dipende la soluzione generale del piohlema di trova- 
re un numero perfetto . E ciò hi,sti per l’oggetto 
prefissomi. 

: .1 i, 

i.i._ • 1 i U I ! \ 


- -, - 

' rz \S- ‘‘k ì,’ , — r • 


i'h ^ ’j) 


li ! 4 - m fi, f n 


j 1 .1 

- r.',! V. 

I ^ j - 
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PARTE II. 


LEMMA I. 


Trovare il numero ài tutte le possibili combina- 
zioni che posson farsi con m diversi elementi a , b , 
e 1 d , ec. 

Sol. 11 numero delle combinazioni sempllci.é m; quello 


delle binarie è 


m (m — 1 ) 


j quello delle ternarie è 


in(m — i) (m — a) 

a. 3 


, e cosi in appresso fino alla con- 


binazione di grado m- 

Dunque il numero totale delle combinazioni on- 
de sono suscettibili gli m diversi elementi a, b, c, ec. è 
m(m — i) m(m — i) («i — a) 


m + 




-j- ec. 


a a. 3. 

fino al numero m di termini. Or se a questo l'isul- 
tato aggiungasi 1' unità , si avrà 

(m — i) m(rn — i) (m — 

a a.o 

fino ad m-|-i termini. Ma per la formula di Newton 
quest* ultima espressione è uguale ad (t -|- i)" = a", 
dunque a" rappi’esenta l'unità , più il numero totale 
delle combinazionij che far si possono con m diversi 
elementi , e perciò il total numero di siffatte combi- 
nazioni è a^ •— i . 
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L E'M M A ir. ' 

Trovare il numero totale delle combinazioni che 
posson farsi con gli clementi .... ec.\ p, p, p, ec.^; 
ij 1 ^ , q 1 cr. -, a , A , c , d , de. tra' quali ve ne 
sicno m differenti , ed espressi da a, b , c, d , etc^ n 
eguali tra loro, e dinotati da q, q , q, ec. r anche e- 
guali tra loro , e rappresenti da p, p, p , ec. , c cosi 
in seguito. » 

SoLuz. Il numero degli elementi q , a , b, c,d.ec. 
è m I ; quindi 1 ’ nnità col numero totale delle loro 
combinazioni è ( Lem. prec. ) . Rappresenti.T- 

mo con A siffatte combinazioni , e si combini con 
gli ordinabili q, a, b, c, d, ec. 1 ' altro ordinabile q , 
esaminando il numero di quelle combinazioni soltan- 
to , che debbono differire dalle A , e che debbon 
tutte per consegnenra contenere Di fatto se non con- 
tenessero qq, conterrebbero i soli elementi q.,a,b.c\d,ee. , 
e differir non potrebbero dalle combinazioni A. Con.' 
tenendo tutte qq . é chiaro' 

1°. Che in esse vi sarà una sola Combhiazione 
binaria. 2®. Cbé le loro combinazioni ternarie' oltre , 
di qq. conterranno le ccmbluazioni semplicr di a , h, 
c , ec . , e quindi saranno lit di rtuineinr. Che le 
loro combinazioni quaternario , oltre di qef contcì'- 
ranno le combinazioni binarie di a , ìf , c , ec. 

. 1. m' m — ' ) 

e quindi Saranno ^ di nuiifero 

2 

4 °. Che finalmente la loro rcnibinazlor.e di grado 
TO 2 , olire di qq conterrà la ^ coiiibinazione di 
grado m òì a , b , e, d, ec. Dunque il P 5 omero to- 
tale delle combinazioni che il nuovo elemento ly .sggiun- 
ge all’ unità ph'i le combinazioni di q, a, b, c, d ec^ 
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, . mfni— 1 ),«('*-- 0('”~ . 

I + TO i + -i 9 

a 2.3 


fiiiD ad’ irt -f I termini. Mi questa serie per la for- 
mula di Newton è uguale ad ( i -f- i)“ = a"* , ed uri 
tal numero aggiunto all’ unità , più quello delle com'- 
bimzioni y/ clie è a'^b'r^ iXu"" , deve darci I’ unità, 
più il nunlero totale delle c o.n'iin izioni fri gli ele- 
menti ly; a, b, c, d, Ce., le calali diremo^ ; dun- 
que r unità piu il n i nero totale delle co.ubinazioni 
£ è aXi"* + 2’" = 3X2™. 

Combinisi inoltre agli elementi (j, a, b, c, d, eie. 
il nuovo eleiricnto q , esaminando com; sopra il nu- 
mero di quelle conàbiiiazioni soltanto , che debbono 
dilFerire dalle combinazioni £ , e che debbon tutte' 
per conseguenza conlericre qqq , dappoiché se conte- 
nessero i soli elementi a , b , c , d , eie. , o q con 
ri , ^ , c , d , etc. , o qq con a , b c , d , ctc. non 
difTer irebbero punto dalle combinazioni B. Or que- 
ste nuove combinazioni diverse dalle B , conteneiido’ 
tutte qqq , è cliiaro 

1 . Che in esie vi sai'à una sola comiiiiiazione ter- 


naria. 2 . Che le loro combinazioni qualeriiarle ol- 
tre di qqq cotilerranno le combinrtziorii semplici dì 
a 1 b y c , il ■) ctc. 3. Clic Iri loro combinazioni qui- 
narie oltre di qq.J conterranrio le crimbiriazioni bina- 
rie di II , b , C , d , eie. , 4- ^he finaluienle la lord 
combinazione di grado ;« -j- 3 , oltre di qqq conter- 
rà la comhinazione di grado w di n , i , c , d, eie. 
Dauqii,' il numero delle combinazioni che il nuovo e- 
lemeiito q aggiunge alle combinazioni B pareggia il 
numero totale delle comliiua ziotii di a y b y c y il , ce. 
ed è perciò eguale a a'". Ma innesto iiuiiicro aggimi- 
lo a quello delle combiuazioni B , cl inoltre all’ u- 
nità , cioè aggiunto a 3X2"', deve dare l’ unità più 
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il numero di tulle le rcuiLinazIoni fra gli clementi 
(j ^ q , q, fl, i ,■ r, el, ce.; qui ntli 1’ nnilà più il nu- 
mero di siffatte combinazioni è 3 X 2™ = 4X2". 

In simil modo può dimostrarsi eguale a 5 X 2™ l’u- 
nità più il numei'o totale delle ccmbinazioni fra gli 
elementi q , q , q , q \ a , b , c , d , ec. 

Ed in generale , se « è il numero degli ugnali 
elementi q , q , q , ec. , si avrà ( « -j- i ) a"' per l’u- 
nità più il numero di tutte le combinazicni fra que- 
sti elementi , ed « , A , c , d , ee. , supposto sempre 
eguale .ad in il numero degli ordinabili a, h, c, d, ctc. 

Aggregandovi il nuovo elemento p, 1 ' unità più 
il numero delle combinazionidi('/,(y,(y,ec., p,fl,/',c,ef,cc.,le 
quali dinoteremo con C ,sarà («-|- i)a'"+'z= a(n-f i) a"*, 
divenendo qui in i il numero degli ordinabili dif- 
ferenti p, « , /> , c , d, ec. E eon-binandevi un al- 
tro elemento p , nelle nuove ccnibinazioni diverse 
dalle C dovrà tv( varsi pp , e pirdò esse eonteri-anno 

1°. Una combinazione binaria. a°. Tante ccm- 
binazioni tenmrie , per cjuante .'ono le ecn binazioni 
sem2)lici q , q , «y, ec. ; a , b , c , d, ec. . 3 .° Tante 
combinazioni (piaternarie , per quante sono le bina- 
rie combinazioni- degli stessi elementi . 4“- ’l'-'mtè com- 
binazioni di grado in + // -j-a per quante sono le 
combinazioni disgrado lu n degli stessi eli menti , 
cioè una. Dinnpic il numero delle nuove combinazlt)- 
ni differenti dalle C è quanto il_ nrmc ro'd» Ile rrm- 
liinazioni di q,qq, ec ; a, b, c, d, ce. , o sia (n-f i)a'". 
E jiereiò 1 ' unità più il numero totale delle ( (nibina- 
zioni di pj p; q, q, cc.; a, b, c, d, ce. sarà egua- 
le a a(zi -f- I )a"' -j- (« -|- 1 ) 2'" r= 3 ( « -|- 1 ) a™. Così 
può dimostrarsi eguale n 4(«-I-i)2"“ 1’ unità jiiù il nu- 
mero totale dille roinbinazioni Ira gli eb menti p.p.p; 
(/,(/, (/, ec. ; fl , b, c, d y ce. Ed in gOiiiale 1 ’ unità 
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più il nufioero telale delle combin azioni di cc ; 

il,q, q, ec.] a,b,c, «/, cc., è uguale ad (r-)-iX«-f 1 ) 2 "’, 
supposto r il numero degli elementi p, « il numero 
degli elementi q, ed m quello di a,b,c,d, ec. È facile 
di continuare questo ragionamento quando vi sieno al- 
tri elementi eguali tra loro. 

Avver. La dimostrazione è la stessa qualora gli' 
m ordinabili a, ù, c, d, ec, sieno anche eguali tra 
loro ; ma iu tal caso 1' unità più il numero totale del- 
le combinazioni di a, n, a, ec. è i -j- m ; quindi l’u- 
nità più il numero di tutte le combinazioni fra gli e-' 
lementi q , q ^ q , ec.\ p, p, p, ec. } a , b , c , d , cc. 

Dalle cose fin qui dette si raccoglie la seguente 
regola generale per trovare l’ iinità più il numero di 
tutte le possibili combinazioni fra quanti si vogliano' 
ordinabili simili, o differenti, od in parte simili, ed‘ 
in parte diversi. 

REGOLA, 

1 numeri di volte (he trovansi ripetuti gli ele- 
menti diversi , aumentati tutti delF unità , si multi - 
p lichino tra loro , ed il prodotto sarà eguale alP uni- 
tà più il numero di tutte le possibili combinazioni JreC 
dati ordinabili. 

CoROL. Siccome tutti i divisori di un numero ,' 
esclusa l' unità , nascon dalle combinazioni sempli- 
ci , binarie , ec. , cioè da tutte le combinazioni pos- 
sibili de’ suoi fattori primi ; cosi la i-egola preceden- 
te servirà a trovare l’unità più il numero di tutte 
le combiuFzioni possibili de’medcsiini fattori primi 
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vale a dire il numero di tutti i divisori del numero 
dato , compresa * 1 ’ unità. 

Esemp. i fattori primi del numero 36o sono 
2 , 2 , 2 , 3,3,5, de' quali il 2 è ripetuto tre 
volte , il 3 due volte , ed il 5 una volta. Questi nu- 
meri di volte 3 , 2 , ed I , accresciuti dell’ unità dan- 
no 4 ) 3 , e 2 , il cui prodotto 4 X 3 X » 24 , e 

tanto sarà il numero di tutti i divisori di 36o , com- 
presavi l’unità. * 
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PARTE m. . 


PROBLEMA. 

Descrivere un cerchio che ne tocchi ire altri ciati 
di sito , e di grandezza. 

SOLUZIONE DI EULERO. 

Suppoae Eulero che B, C sieno i centri de’ 

dati cerchi , rt > ^ j e i loro r.nggi , O il centro di 
un cerchio che tocchi i tre dati al di fuoi'l , ed x il 
raggio di esso 5 onde 

= r + a , OR =1 X + /> , OC = x+ c . 
Posta per brevità OC=r-^c=:z, a — b —J") b — c = 


a* —P 


= F , 


h'—g' _ 


= G , e chiamalo C l’an- 


golo ACB , ritrova 1’ equazione Lz' — o-Mz -J- N — o, 
nella quale L = Pf-\-a^g' —a‘P sen.^C — labfg cos. C, 
M = PF/‘-\-a'Gg — ab cos. C ( Gf -j- R§')}N — P 
-|- rt*G* — oabFG cos. C. 

Ma egli stesso confessa la difficoltà di costruire una ta- 
le equazione , dicendo ; Fcriim quìa hoc problema est 
geonietricuin, non tam calculus numericus^ quam constru- 
elio geometrica desiderari solet , quae utique niinis prò- 
direi operosa, si eam ex aequatione Lz' — u.Mz -j-iV= o 
derivare ucUemus , quamolrcm hic pìurimum juvabit ta~ 
lem conslructionem ex ipsis calcali principiis derivasse. 
Ed ecco in breve a thè si riduce co lesta sua costru- 
zione , che può riguardarsi come un’ altra soluzione 
del problema. Pone egli eguale a v la metà dell’ an- 
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aST 


golo ÀCB , fcl’fguale a ^ 1 ’ prrrsso di v sul minore 
de’ due angoli ACO , OCB , e facendo 


{bF — aG) co.f u 
sen.v 


=tang.6r 


Gf-Fg 


b^F’-\-G’ — labFQ cos."iv 
oltieue srn. X =: sen.{ò ^=X — 0, 

// 

<3 = 180° _ X — 0 , CO = ; ; . 

^ y + « f^os. ( 7 -f <p ) 

Ma chi volesse effeKuare cj^uesla costruzione , si avvi- 
serebbe che non può esser tenuta, per semplice; quan- 
tunque meno implicata di cpiella che nasce dall’ equa- 
zione Lz' — 7.Mz + A''= o. 

Rapporterò per intero , ed esporrò nella maniera 
più chiara le due seguenti soluzioni , che per la loro 
importanza ne vaglion moltissimo la pena. 


= sen.X 


SOLUZIONE DI NICOLO’ FUSS ». 


Sieno A , B , Ci centri de’ dati cerchi i Jìg, 2 . 

loro raggi , AB = u , BC s= ò, AC =c. Sia x il 
raggio , ed O il centro di un cerchio che tocchi i 
tre dati al di dentro. Si tirino le rette OA^ OB, OC, 
e le perpendicolai-i OP, CQ sulle AC, e CB. Ponga- 
si OC — z, CP ~ p, CQ~<f } onde z = x — 7, 

BO ~ z y — /3, y/0 = 2 + 7 — «, AP=c—p, 

BQ = b — q. Poiché 

aò'--7jc'=ap'-—Tc' e<l Ub—Zc^—qb'-^ì^', 

sarà ne’ simboli 

2z(7— «) + (7— «)’=c‘— ac;», -ìZ\^y—fi) -f (y—^yt^b’—^aiqj 


» Questa soluzione, e quella di Evirro si trovano ne-' 
atti di Pietroluigo an. i'S8. 


4 
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onde 

c'—iy — »y — 2£(t— _ o'—y—^)' — 22 (y — /3) 

p zz: = 77 — 


2C 


2À 


cos.ACO= £- , sen.JCO=\J > — cos.BCO z= 1. , 
Z- Z z 

sen.BCO =v: — , cos.ACB=cos {ACO-\-b'cO) 

^PA-\! y-EL'Sj i-~^,sen.ACB=±'\l 

r’i ^ 9* 2* 9. * 


V .-£ , ACB^i 

i\l + ji-Si('a 

^ fT* • 9:* 7 * * 9-* l “ 


” 


V 2* 


V . - 4 V — = ^ + ^ - ’w “'-'Ci. 

2' Z' J z’ 2’ 

In un cerchio qualunque il cui diametro si prenda 
Jìg.i- eguale air unità, * l’arco BTS si supponga eguale a 

Jtg.'z. 1 ÀCB ’ e la corda /J7’ = ^ 5 sarà la corda »S'2’=-^. 

^ z ' 

Infatli RS' = RT -f TS' — ìRT X TS cos.RTS.Ma 

Jig.’z- BS = asm. RTS , e l'angolo flZ'.S' = *, RT=i—’ 

z ’ 

dunque sostituendo si avrà 

^sen'. ACB s=z ^ -J- TS P X TS cos.ACB, o sia 

sen.^ACB = ^ ^ cos.ACB t parago- 
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ttando questa equazione con' l'allra scn.^ACB 

fl’ 7 oq . ^ , 

— — cos.ACB , SI avrà TS = Ciò dimoslralo , 

z z“ z ’ 

sia l’angolo SRT = f, sarà RST — i8o“ — ACB — 
ST=:z 2sen.^ = RT=: 2scn. (180® — ACB — f) — 

2je/».(y^CJ?-|-(p) = Laonde = sen.(^ACB-\-(p) = 


c' ~(y — »)* 7 — » q 


2CZ 


^scn.<^ = 


ò'-(y— / 3 )’ 


y — /3 


, jcn. -1. (f ) 


c z • 2ÌZ 

y — » c' — (7 — a)’ 


ò c 

7-/3 ò’ — (7 — |S)’ 


2CZ 


,en. (p -I ^ = 


aòz 


, con che si può for-. 


1 ■ . y — * 

mare la seguente proporzione jen.(^CJ3’ -J- — r 


sen. (p -j- 


y —£ .. (v — »)' „ 


ponendo per hie.ilà ~ ~ *>-=/, , 

sarà g ten. {JCS + —/se». « _ *Ilz£!=/,. 

c ^ 

Da questa equazione si farà nolo 1’ angolo <p p ed es- 

sendo sen.(p — - ' ■. — — ■ — , si avrà 2Z = 2CO = 

ò- - (7 — / 3 )^ 

7 — /3 + l^sen.<f‘ 

CosTR. Sieno A , B , Ci centri de’ dati cerchi 4~- 

* » /3 > 7 ) i loro raggi rispettivi , C il centro del 
ferchk) maggiore , AB = a, £6 =: b , €A=z c. Si pro- 
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lunghi iu D finché «la ADz=y-^x , « CB in E 
finché sia BE=y — /3. Si tiri per C la retta FCG , 
e si faccia FC=^CA, CG=CB, GB— CA — AD^ 
CI = CB — BE , e congiunte le FD , e GE , si ti- 
ri HK parallela ad FD , ed IL parallela ^ GE . Si 
congiunga KL , e col centro K ed intervallo KL si 
descriva l’arco OLN. Si trovi la quarta proporzio- 
nale X dopo AC ■, CL, ed AD , e 1' altri Z dopo 
BC , CKy BE. Si elevi sopra AC dal punto K la 
perpendicolare KM =X — Z, e per il/ si tiri parallela- 
mente ad AC la retta OMN che incontri in O ed JV Tarco 
OLN. Si unisca la KN che si protragga in P finché 
sia KP eguale a CB. Dal punto P si abbassi la per- 
pendicolare PQfS sopra KL , e si facna QR = BE 
e PS — CE» Si tiri da P \si PP CI y e congiunta 
RT, le si tiri per S la parallela SV : dico essere 
PFc= 2Z. 

Dim. Per la somiglianza de’ triangoli FDC , ed 
HCK, FC : CD -.: HC : CK , o sia c ; c-f y — »*;; 


, ( y _ , ) . CK 


_ c'~^(y —■»)' 


=/• 


Cosi pe'triaiigoli simili CEG , CLI y CG : CE 
CI : CL y vale a dire i : i -{- y — ^ b (y . 

— — . 

— 7 — —Si ® la similitudine degli 




altri triangoli PRTy PSF, PR : PT ;r PS : py =3 
PS -iC PT 

Ma PS= £7£'=5-f.y -.3 , C/ = 4 — 

(y— 13), Pii = <?/? = PK sen.PKQ -f- 7 — /3 

b' — (y — /3)’ 

dunque PP^= r— r ■ laoìlve seri. CKN = 

* y — p-^osen.PKQ 

KM KM 

itn.KNM = = ^sen.fCKL — NKL ) ; onde 

KN KL ' ^ 
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KM s= KL{sen.CK(^ coi.KKL — sen.NKL cos.CKL) . 


Ma cos. CKL = 


CK X Kl — CL 


-\,<ìKL = CK -f. CL^ 


iCK, KL 

^CK . CL cos.K 'L-y quindi cos. CKL~ 

aO? — xCK. CL fos. KCL CK — CL cos. KCL 


-, -xCK.KL 

Ed esseado eziandio sen, CKL s 


KL 

LC sen. KCL 


KL 


, Sara 


KM=LC scn.KCL cos.KKL — CK sen.KKL^ LC 
cos. KCL sen.NKL = LC sen. ( KCL + NKL) — CK 
Un. NKL <= s ^en. {KCL -f- NKL ) — fscn. NKL. Ma 




f(y-^) g(7— a) 


\Z 


\ 


onde KM =X-Z ~ = k = 

b c 

g sen.{KCL -j- NKL) — f sen.NKL. Ma si è avuto h = 
g sen. {KCL + 9) — f > dunque (p s=.NKL , e 

b — ( y — 8Y 

perciò PF — = az = iCO , 

y — (3-\- b sen. 

Avvertim. Congiunta la KO , e factndo su di 
essa la medesima costruzione talta sulla Ai\ , si avrà 
un altro valore di az soddisfatcnle al prtbUma. ^ 
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SOLUZIONE DI NEWTON 


L E M M A, 

5. Descrivere un cerchio che passi pe'dati punti A, e 
B , c tocchi il dato cerchio Eh. 

SoLuz. Sia AEB il cerchio domaoilato , e C il 
suo centro. Si conginnga AB , che si prolunghi ia 
Z , e le si tirino le perpendicolari CD , ed FG. Si 
cotigiuiigano i centiù C ed F con la retta CF , e si 
tiri FH parallela ad AL. Pongasi AD = DB =z a , 
DGzsHFz:zl/j GF=c, EF=d, Dc~x. Sarà 

CH=x — c , 'CF= "CH^ c’— 2ro:-|- , 

— CE, CFzrz CE-\-EFc=zd + Va’+x*, 
CF t= d'-\- .r*-f ad acx+x’ ; 

onde — acx, ad\/a‘-{-x^= 

A’-r c’ — d* — a’ — acx = ag'‘ — acx {ponendo b'-\- c’ — 
d‘ a' = 2g'), o sia d^a' x’— g' — ex , e qua- 

drando, d'x^ -{■ d"a^=:g‘* — 2^’cx-f.c’x’ , la quale 
equazione essendo costruita , farà trovare x , e quin-^ 
di il centro C del cerchio da descriversi. 


* Arjfhnteti-ca Universalis. 
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problema. 


Descrivere un cerchio che passi pel dato punto A, 
^ tocchi i cerchi IF, ed RS dati di sitò , e di gran~ 
dezza . 


SoLuz. Sia AIR il cerchio domandato , e Z) il 
suo centro. Si congiungano le rette AB , AC , AD , 
BD , CD , e si tirino le perpendicolari DE , e CK 
sulla AB. Sarà DB~AD-\.BRyOnde~DB'~'AÌf'-\. 

lAD. BR , AD +AB= ~DB' %AE. AB , 
e togliendo da questa la precedente equazione , risul- 
terà AB — 'btC — -ìAD. BR — -lAE.AB. Ma AB*— 

BR ( AB -4- BR ) ( AB — BR ) = RAS ; dunque 

RAS — iAD.BR= 2 AE.AB, o sia RAS — %AE.AB=a 

no 1 RAS — aAE.AB 

O.AD.BR , Onde 2 AD = 


BR 


Cosi nel 


triangolo DAC , tirala la perpendicolare DFG sulla 

TAF—iCAF . , 

— ; quindi 


CA , si avrà aAD — 
TAF — iCAF 


CT 

RAS — -ìFAB 


TAF RAS 


CT 

aEAB 2CAF 
" BR ~'~CT ' 

Ma AK \ AC w AF : AG 

aEAB\ CT 


BR 

CT A F 


CT 
RAS 


+ 


aAC\ CT 
CAF 


br"^ 

TAF 


BR 
7.EAB 


CAF ^TAP 

~~ ~ÀK~\nPr 


BR 
RAS 


)• 


BR 

CT 

TÀK 


-) 

( TAF 
~CT 


aAH 
TAF 


BR 

; laonde AE — AG = EG z= x 


RAS 


TAF 

CT 


CT 

lEAB \ _ ('T A RAS 

BR BR ) -xAK~ xAK C ~BR 
lEAB -xKAE 

CT 


BR 


+ 


) 


Ed essendo KC a 
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KA ;; GE : ED , sarà ED=z 


KA.GE 
KC ■ 


CT /RAS 

•ìKC V HTl 


TAV 

~cT ' 


-xEAR •xK'fE\ 

-| ^ ' prenda AP 


JJR 


elle stia ad AB come CT sta a BR ; sarà CT » BR 
-ìAP : lAB , e quindi CT ; lAP :: BR : lAB , 
onde la quarta proporzionale dopo CT., lAP, ed AE 
sarà eguale alla quarta proporzionale dopi BR , •xAB , 
ed AE ^ vale a dire 

^PAE _-xBAE ->.RAE 9KAE _<>.PAE iRAE 

5 “ 


CT 


BR 


Bti 


CT 


CT 


CT 


O.PK.AE 


e DE = 


C T ^RAS TA V 1 PK. A E'^ 


CT ' ■ 7.KC\ BR CT , 

Sopra AB fi elevi la perpendicolare 


CT 

CT 


^AS 


TAF\ 


iRC 
PK.AE 


X 


BR 


— — 1 , ed in essa prendasi QO = 

CT y KC 


onde AO— ED. SI congiiing no le rette Z70 , 2?^, 
e CP . Saranno simili i triangoli DO^ , CKP , es- 
sendo retti i loro angoli .in O e e KC a PK 
DO : OQ quindi gli angoli OQD, e KPC sono egua- 
li , e se s’ intenda prolungala la QD in X, sarà pure 
l’angolo QDO= QVA=PYX-, onde l’angolo YXP 
sarà retto al pardell’alfro QOD, e QDX perpendicolare 
su di CP. Siciliè conducendo AN parallela a CP , 
sarà retto l’angolo ANQ., e saranno simili i trian- 
goli AQN, e PCK, onde PC : CK AQ : AN z=z 


CK.AO 

PV 


C T /RAS 


■ìPe 


TAF\ 

.,ct)’ 


Si prolunghi AN in 


jl/, talché sia NM-AN-, sarà AD — DM, e ’l pro- 
blema si ridurrà a de rr'vere un cerchio che passi pe’ 
punti , ed i/) e tocchi i due cerchi proposti. 
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Co». Si deLba ora descrivere un cercbio che ne 
tocchi tre altri dati di silo , e di grandezza , i cui 
raggi sieno p. e. B, C. Co’ centri de’ cerchi che 
hanno i raggi B , e C , e con gl’ intervalli B ■+ 

C + A sì descrivano due cerchi , e se ne descriva un 
altro tangente ad enframhi , che passi per I’ altro cen- 
tro. Se G rappresenti il raggio di questo , il cerchio 
concentrico descritto col raggio G±A toccherà i tre 
cerchi proposti. 


5 
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Lii poskione di queSla retta si determina osservau- 

A 

a* 

do, che x=o dà z= —O, e z—o da — ■ j'coSicche 


prendendo Gl ~ , eàelevando sopra '^Z> la per- 

pendicolare GF = à , la retta passerà pe’ ]>iinti I , 
éd F, e volendone computare le ascisse dal punto/,’ 

dovrà sostituirsi — ^ -p ,r in luogo di .» nell’ equàiio- 


ne z 


ex 


ex 


a f con die verrà z — — , • z : 


0 : : c : a 


Cosi prendendo gM— —, e computando lè ascisse x' 


c'x' 


dal punto sarà z — — — , e quindi z x' c' ; a' . 


— = ; ma dall’ equazione z 

x' a 


ex. , X 
— ricavasi — 
a z 


* EH = — EB —BHz=t « ) — (c— a:)* 

C* ilf* 0 ^ 

-=z f-l- o* — 2CX — c’ — ».’-4*2ca; = — — — x' -1- «’ 
a* «' 

c’ — n’ . c*' — a’, ,, , 

e’ — - .!•’ -4- a*— ( x ' — n’j; o onde, 

a’ a" 

si vede che il valore di y è immaginario quando x <^a. 

Ma Gl :=i — ^ a , per essere c > a ; dunque il punto 

ff non può cadere fra’ punti G ed T, 

** Questa proprietà corrisponde all’ altra dell’iperbole, 
che il ramo sta alla distanza del suo estremo dalla lìnea 
di sublimità , come 1' eccentrici tà al semiasse pciuiaii».- 
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ti 


ed X : x' :: 


ac 


ca 


* _2 X ac’ 

2 x' ~ x'~~ ca' 

Laonde la posizione del punto E deve esser 


« , X z X 

= dunque —X — =— = 

• 2 X X' 


tale , _che abbassate le perpendicolari EN ed sul- 
le e BD , e congiunta EB , si abbia 

I . HI : ~MN : ; ac' : ca' : : (a : c ) (c' : a') ; : a ; »j , 
&cendo c' a' c in. a. EB ; HJ^ o sia z : x c a. 

Cercbiamo in primo luogb la locale de’ punti sod- 
disfacenti alla prima di queste condizioni , il che si 
ottiene dal seguente 


PROBLEMA LOCALE. 

Date di sito le rette AB c BD , e dati in esse i 
punti / , ed M , troi>ar la locale di tutti i punti E 
tali che tirando le perpendicolari EH cd EN, stia co- 
stantemente HI ad MN ;; a: m. 


SoLuz. Da’ dati punti /, ed M si elevino le ret- 
te IO ed MO rispettivamente perpendicolari a BD , 
e BA , e dal loro punto d’ incontro O si siri OQ 
parallela a BD , e si distenda fino ad incontrarne BA 
in Q, S’ intenda congiunta OE , la HE prolungata 
in if, e condotta ES parallela a BD., ed EZ a BA. Pon- 
gasi QO=J", MO = d, OJ =g t e sia 

come sopra III — x , HE—y. Poiché HI’. MN ; : 

W X 

a . m , sarà MN= , QN = OM — MN = b 

a 

_ . Ma QM (b) ; MO (d) q\(b — -^ ): 

a a 

d r , mx \ , mdx ^ , , 

NR=z-^( i — ) c=d Da un' al- 

o ' a ab 

tra ^»TteE(f=(^—y) . ER .. QN: QR :: Q3I:: QO-.: 
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h ’.J } quindi ER 




, NE = NR + ER=: 


mflx f(g—y) 

« tH , ZO-=zMO — ENt=^ KÌ5: -L! 

ab b ab b 

Ma ZO ii'Z*— OS + ES‘‘ , onde sostituendo sì 


avra 


i r 


equa 


zione 


, iM’a:* / mflx 1\s — 

*■+(»' -J- )• = — + {-isr 

Sviluppando i quadrati , l'isulte-rà 

, ^ m’ a:' m'ti’x' f ' ig — y )’ 


( iti* rf* \ 

— I 


ainiì/'x ( g — )• ) 
ab‘ 

f .. .. N. ,/■(/? — -^'nfffxig —y) __ 

-U-> ) i -p -ì;; 


b' + fZ’ 


(g—y). 


m' X' , 4 Zi' — ) V 

<!’ i' b‘ ab* 

Ed essendo Z»* 4" ^’ = i J" ' — b* z= d* , 


Sara X 


, __ m'J'x* d' (g—yY imdjx (g—y) 


a*b* 


b‘ 


ab* 


•^R—y)\' . mfx d(g—y) 

K~ r-J ■ ' ' =-„r — — 

equazione alla retta , dalla quale ricavasi y xx g -\- 

, — X. Dunque la locale addiniaudata è una ret- 

ad 

ta , e per delcrminarne la posizione si osservi che 
quando x è zero y y =■ g JO, per la qual cosa l'an- 
zidetla locale pa.'serà ]»el ]>uiito O . E dovendo inol- 
tre passare per E , rimarrà fissata la sua posizione . 
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Coffkuz. Sopra IB si tagli ad arbitrio la IH , « 
mila MB si tronchi MN quarta proporzionale dopo 
a f m , ed HI ; talché MN stari ad IH nella data 
ragione di m ad a. Ciò fatto , si elevino le perpendi- 
colari HE ed NE 1 e si congiunga la retta jCO; dico 
esser qiie^ta la locale cercata. 

Dimost. Si tiri ES parallela a BD , ed EZ pa- 
rallela a BA^ e da un punto qualunque e preso su di 
OE si abbassi csà perpendicolare a BD , ed ezn per- 
pendicolare a BA. 

Si avrà OE : Oéy. ZE : ZiiiSE: Ss^ e permutando 
ZE : ES :: Zz •. Ss j o sia MN: HI Mn ;; Ih:: m\ a 

C. B. D. 

Determinata la posizione della retta EO che pas- 
sa pel centro E , si può in diverse maniere trovar su- 
di essa il punto E. 
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PRIMO METODO. 


c — « 

L’ equazione _y’ = ^ — ( »’ — c* + a* ) 

«he si è avuta nell’ ultima nota , si riduca ad y* 
t= — ( j;’ ■— A* ) , ponendo e* — a’ = A’ . Sia 


XC=A,jc=3^r equazione della retta EO , pre- 


se le ascisse dal punto Z, e quindi yi^af- { A-—x ) 

9 

r equazione della medesima retta rapportata alle ascis- 
se dal punto G. Se dunque si elimini ^da siffatta e- 

A’ 

quazione , e dell’ altra j-’ = — ( x’ — ^’ ) > avrà 


n’ i' 

r equazione k — x)’ — — <*’)• 

Prendendo ZX = A , e cluamando ria perpendi- 


P rP \ 

col are XY elevata sopra BD, sarà — =~, e lequa- 

■ V 

«ione antecedente si ridurrà ad a’ ( A — x: )’ =r’( x’ 
— a' ), e costruita , darà due valori geometrici di x. 
Prese in ultimo dal punto G due ascisse eguali a que- 
sti valori , le positive \erso B , c le negative verso D, 
le due perpendicolari erette sulla BD da’ loro estre- 
mi , e distese lino alla retta LO determineranno i cen- 
tri di due cerchi tangenti a'dati. . 

Avvekt. Il -centro corrispondente all’ ascissa ne- 
gativa è quello di un cerchio che tocca al di dentro 
tutti e tre i cerchi proposti. Di fatto se il punto E 
si supponga essere il centro di un tal cerchio , lutto 
il resto procederà come sopra , con la sola diSèren-» > 
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za che per «sere allora BE ED , il punto li non 
cadrà più tra B , e G-, ma tra G, c Z), e perciò l'a- 
scissa corrispondetile al [mulo E sarà negativa. 

SECONDO METODO *. 

Poictè la retta OE è data di sito , si conoscerà 
il rapporto di OE ad ES , che si esprime con p : 

, px ’ 

onde OE = — . 

? 

»» ^ ‘''7 c 

Ma SE = — ■; dunque = — = — , po- 

a ^ OE ap r ’ ^ 

nendo — = — , o sia prendendo Ex —a,G cliia - * 
P r 

mando r la perpendicolare ay elevala su di Ex e 
prolungata fino ad incontrare £0 in g. Si congiunga 
la retta SO , e pungasi eguale a ^ l’ angolo ignoto 
OSE che fa con SO la retta SE tirata da B al centro 
del cerchio in quislione , e 1’ angolo noto BOE si dica 
O . Si avràfc«.0 : scn.<^ SE ; EO :: c ; r, e quindi 
r seri. O — r seri. (iSo° — O) —c sen.<p— c jeH.(i8o” — (f). 
Da questa equazione per le note formule trigonome- 
triche si rileva , che se un triangolo abbia un lato 
eguale ad r, un altro eguale a c, e l'angolo oppo- 
sto a c sia O , o i8o“ — O , sarà l'angolo opposto 
àd r, eguale a , o i8i-° — Laonde se si faccia 
OK—r, e da A' si tirino sulla SO le inclinate AC, e Ai* 
eguali a c , sarà l'angolo KPO— KCOxx ^ , o i8o* — 
e perciò tirando SE paridlela a CA , e SI paralle- 
la a KP , sarà 1’ angolo OSE =» ^ , o i8o“ — Ma 


* Questo secondo metodo è da preferirsi ad ogni 
«Uro ^ 
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quando le pelle KP , e AC-cn(}ono a parli contrarie 
del punto O , non può esser I’ angolo EBO = OBl 
— i8o° — (f, dal perchè i loro supplementi sarebbe- 
ro eguali a ^ ; mentre in quel caso le rette LB ed EB 
prolungate verso B , non possono incontrare LOl . 

Se poi cadano dentro l’angolo acuto BOK , sarà per 
r istessa ragione 1 ’ angolo OBI — 180” — 9 » ® l’an- 
golo OBE = <l>. 

Inoltre nulla è più facile del dimostrare geojme- 
tricamente che BE ; EO: •. c : r :: Bl : IO. In effetti 
BE : EO w CK -. KO.\ c: r, e Bh IO . -. PK-. EO :: c : r. 

Avveb. A llorché le rette KP e KC cadono a parli j 
contrarie del punto O, anche le altre BE^ e A/, e per- 
ciò i punti E eà l cadranno a parti opposte dd me- 
desimo punto O. Ma per quanto si è dimostrato in 
una nota, la perpendicolare abbassala dal punto / sulla 
BD non può mai cadere fra’ punti C ed / ; cadrà dun- 
que o fra G , e 2 ? , o sul prolungamento di GD 
verso 2? , ed il cerchio del centro / toccherà i tre 
dati al di dentro ; mentre 1 ’ altro del centro E li 
toccherà al di fuori . Cadendo poi amendue le ret- 
te Ai*, e KC dentro l’angolo KOC , o KOP, secon- 
dochè sia acuto 1’ uno , o l’ altro , tulli e due i cer- 
chi de’ centri E ed / tocchcraiiuo al di fuori , o al 
di dentro i tre cerchi proposti . E ’l problema sarà , 
com’ è chiaro , insulobile , quando non si potranno 
inclinare le rette KC , e KP sulla CP , cioè quando 
la retta C non sarà maggiore della perpendicolare 
tirata da A sulla BO. 


(> 
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TERZO METODO. 


Consiste il terzo metodo nel determinare la lo- 
cale di tutti i punti E tali , thè BE : EO :: c : r. Que- 
sta locale si trovei-ebbe essere »ina circonferenza di cer- 
<diio , le cui intersezioni con la retta QE darebbero 
i punti «creati. 

Cor. I. C ol problema antecedente rimane anche ri- 
Jtg.B. soluto quest’ altro : date di sito le rette JB , e BC , 
non che le altre CF ed AE , trovate un punto H dal 
quale tirando le rette in paratesi * H-K ed HI -sopra 
AB , e BC , e prolungandole sino alle rette A E , e 
CF , sieno le 'KE ed II -, e la retta BH tirata dal 
punto H al punto B , eguali tra loro, 
ftg. 7. Infatti la BE fu trovata eguale alle ordinate di 
due rette date di posizione. 

Cor. a. NéH’ istessa maniera si risolverà il proble- 
ma di descrivere un cereliio che ne tocchi due altri 
dati di sito , e di grandezza , e passi per un pun- 
to dato . 

Scol. Il cerchio da descriversi tocchi due ceréhi 
dati al di fuori , e 1' altro al di dentro , come nella 
flg.9., e sia E il suo centro. Sarà EV=ET—EUy 
ED — EB = EU -\-UD — {ET — TB) = EV UD 
— ET TB z= UD ->1- TB , e co.si EA—EB = AK 

BT. Dunque invece delle differenze DU — BT 
ed AF — BT , si prenderanno le somme DU -\-BT., 
éd AV BT ^ e tutto il .resto sarà come sopra. Li- 
stesso avviene se il cerchio domandato tocchi al di 
Jig.10. dentro due cerchi dati , e l’altro al di fuori ; poi- 

* (iioè ad angoli dati . F. Scorza. Divinazione sul- 
la gconieU'ia analitica degli autiolii. 
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clié in tal caso ET ■==. ÈV EU -, EB - — ED :=z ET 
-\-TB— {EU —UD) ■= TB UD, e cosi EB—EA 
•=zAF-\-BT. Quindi la medesima soluzione farà tro- 
vare il centro dell’ uno , e dell’ altro cerchio, i quali 
centri si distingueranno secondo si è detto nell’ ulti- 
mo avvertimento . Or non potendosi concepire altri 
casi diversi da’ precedenti , resterà il problema- com-' 
pletamente risoluto. 
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COMPOSIZIONE GEOMETRICA 

DEL PhOBLEMA. 

Pria di tutto si osservi nella fig. 7. che i due 
cerchi de' raggi DU -, e BT , o s’ intersegano , o stan- 
no r uno fuori dell’ altro , o l’ uno dentro 1’, alito sen- 
za esser concentrici , o finalmente sono concentrici . 
Ne’ primi tre casi è facile il dimostrare la difi’erenza 
de’raggi DV , e BT sempre minore di BD. Nell’ul- 
timo caso la BD svanisce , e la soluzione anteceden- 
te non può aver luogo ; ma la figura 11. ne mostra 
qual debba essere allora la soluzione . Sieno infatti 
AP , ed i due cerchi concentrici , EK il terzo 
de’ cerchi dati , e sia BF.D il cerchio da descriversi. 
Si tirino le rette ABCD , ed FEC. Sarà nota la ret- 
ta BD eguale alla differenza de’i-aggi ADeà AB ; quin- 
di sarà pur noto il raggio BC del cerchio EBD , e 
saranno perciò note le AC , ed FC. Descrivendo a- 
(lunque una circonferenza di cerchio col centro A , e 
col raggio AC, ed un’altra col centro F, e col rag- 
gio FC, le intersezioni D, e C di queste circonferenze 
saranno i centri di due cerchi che toccano i tre dati . 
//g. 7. Negli altri casi , poiché BE : EO c ; r , ed 
EO : ES :: r : a , per eqiialilà BE : ES :: c : a. 

Ciò posto , il punto H estremo della perpendi- 
lare EH si trovi in primo luogo fra’ punti B, e G, 
o sul prolungamento di GB verso B ; dico essere E 
, il centro di un cerchio che vien toccato al di fuori 
da’ tre ccrcbl proposti . Il punto H si può trovare 
fra’ punti /, e B, o sul proluiigaincnlo di HI verso 
B , come nella figura 12, o fra’ punti 1 , c G come 
nella figura i 3 . In ciascuno di questi casi si elevi so- 
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pra 573 la perpeiitlicoline Coeguale ad a, t> congiunta 
5/, si destenda fino ad c la perjMjndicolare HE. Es endo 
Gl terza proporzionale dopo c ed a , dovrà stare £G a 
GF:: GF: Gl:: eli: Hl.Ma BG ; GF :: BE\ ES==H1-, 
dunque e//; III :: BE : ///, e quindi BE—cH. 

Nella figura i3. si congiunga 55, e prolungata 
EHe in 5, si avrà BG : GF:: BH : //T.Ma BG>GF-, 
dunque BII'^HTye quindi molto maggiore di ^e. Laon- 
de BE che è maggiore di BH, sarà pure maggiore di He. 

Ma le si è dimostrata eguale ; dunque è imjws- 
sihile che il punto H cada fra’ punti G ed / , e per- 
ciò cadrà soltanto sul prolungamento di Gl dalla par- 
te del punto /, come nella figura i?. Ciò premesso, 
col centro E ed intcìvallo EB si descriva il cerchio 
BVL , la DE si prolunghi in 5, e si faccia GR = 
GII . Per essere GB is: GD , e GR c= GII , sarà 
HB — RD , ed HD — HB HD — DR z= HD — 
HF = DV = IIR=. aCH . Inolti'c poiché BE : III 
:: c : a:: BG : GF, sarà ]>ure a7i5 : iIII :: •xBG : 2G5 / 

o sia PL ; illl : : BD ; aGF , e quindi il rettango- 
lo di PL in 2 G A’ sarà eguale all’ altro di 573 in 2 /// . 

Ma BG : GF : : GF : Gl , e perciò BD : iGF: : 
2 GF : 2 GB-, dunque il rettangolo di BD in 2 GI 
Sara eguale al quadrato di 2 GF , e la somma de’ ret- 
tangoli di BD in 2 ///, e di 573 in 2 GI , o sia il 
rettangolo di BD in 2 GH o DF , sarà eguale alla 
somma ilei quadrato di 2 GF col l'ettangolo di PL in 
2GF. 

Si prolunghi LP in T , e si faccia PT=.uGF. 
Sara il rettangolo di BD in D F , o il suo <'guale di 
PI) in DL quanto la somma del quadrato di PT col 
rettangolo di J.P in PT , o sia quanto il rettangolo 
/. '/P Aggiiingendo al primo il quadrato di EL , ed 
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al secondo l’eguale quadralo di EP ^ risulterà ir quà-" 
drato di ED egurle a quello di ET ; quindi EDzizET,- 
ed LD = PT = 20 . Ma LD è la differenza delle due' 
Jig. 7 . DE , ed E£ , e è la differenza de’ raggi DU , e' 
BT j dunque DE — EB = DU — BT, ed aggiungen- 
do di comune EB — DU ■, risulterà DE — DU «= 
DU ^ EB^-BT—DU =EB—BT, osìaEU=ET: 

• Similmente dimostrasi ET^EF'', saranno ^indi le' 

EU, ET , EF eguali tra loro , ed i tre cerchi dati’ 
toccheranno al di fuori il cerchio che si descrive col 
centro E , e col raggio ET, o EF , o EUj C.B.D.’ 
In secondo luògo il punto ff cada fra’ punti G , 
e D come nella figura i45 dico essere E il centro di 
un cerchio che 'vien toccato al 'di dentro da’ tre cer- 
chi proposti. Si prenda GB = GH j si descriva col 
centro E , e col raggio ED IX cerchio DFL, e la BE 
» si prolunghi in T . Si dimostrerà come sopra BF 
2 GH , e poiché BE ; HI -.•.evo, si avrà 2 BE ; 
olii oc ; oa BD : oa , e quindi oBE'X.oa —oHF 
XBD. Inoltre c : a : : a : Gl , onde or : oa • : oa : 
oGI , e BDX^GI:ì=.a\ quadrato di 2 U. Dunque 
X 1 III — BDX-ìG1 = BDXoHG=zDBF=:i TBL = 
oBEX'^a menu il quadrato di oa . Si faccia EZ =s- 

oa, ed avremo oBEXEZ — EZ^z=oBZXZE-\-EZ 
= ¥b' — ~BZ=z TBL=oELXLB = Yb — 

Yl ; onde 5z’= Yl' , BZ ^EL , e quindi EZ=y 
BL = aa è la differenza de’ raggi DU,c BT {Jìg 7^ 
e BL {Jig 1^) è uguale aàEB — ED •, dunque {Jig-7) 
EB — ED~Dh — BT, ed aggiungendo di comune Bf' 
-\-ED, risulterà EB BT— ED DU. Cosi d imo-' 
slrasi EB BT= EA AF -, quindi il cerchio de--- 
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scritto col centro £■ , c col raggio £B BT ^ o 
ED DU t o E A A V sarà toccato al di dentro 

da’ tre cerchi dati. C. B. D. 

Avveb. La medesima dimostrazione s’impiegherà 
negli altri due casi del problema. 

Scoi. La corrispondenza de’ calcoli algebrici co’ra- 
gionamenti geometrici di questa soluzione , si scorge 
a prima vista anche da coloro che sanno poco adden- 
tro in tali materie. Ma io mi propongo di mostrare 
più estesamente il passaggio dell’ algebra alla geome- 
tria , ed i metodi di tal passaggio , che potrebbon 
chiamarsi anti geometrici , in un lavoro da me intra- 
preso or son tre anni , e trascurato finora per va- 
rie Cagioni. Questo nuovo ramo di applicazione del> 
r algebra alla geometria , se non vado errato , sarà 
«tilissimo nell’ invenzione geometrica , ed accrescerà 
all’ analisi quella perfezione ond' essa è capace. 


FINE. 


679455 
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NOTA ALLA li. PARTE. 


La seconda parte di questa memoria era già usci- 
ta dal torchio , quando nella teoria de’ numeri di 
Legendre mi venne trovato un cenno della medesima 
dimostrariione sul numero di tutti i divisori di un 
numero dato. Farmi couvenevole di rendere avvisati 
di ciò i lettori , i quali dal diverso andamento , e 
dalla generalità della mia dimostrazione scorgeranno 
che essa non ha potuto dipendere da quella che ra- 
pidamente , ed a priori ne dà il Legendre. 

ERRATA. 
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